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  الوظيفي. ذ  :   تقدیـــــم
  مراآش تومرت ابن ثانویة

==============================================================  

   : 1 التمرين
  الجزء الأول

  :  Iتبادلي في* نبين أن .   . 1
   .I  عنصرین من  b و   aليكن 
ln:      لدینا  a.lnb lnb.ln aa b e e b* a∗ = = =  

abba: إذن      .I  من  b و   aلكل      ∗=∗
  .I تبادلي في   ∗: نه  وم
  

   :  Iتجميعي  في* نبين أن . 
  . I  عناصر من   c   و  b و  aلتكن 
):          لدینا  ) ( ) ( )ln a.lnb .lnc ln a. lnb.lnclna.lnb lnb.lnca b c e c e e a e a ( b c )∗ ∗ = ∗ = = = ∗ = ∗ ∗  

):   I  من   c   و  b و  aومنه لكل  ) )( cbacba ∗∗=∗∗.  
  .I  تجميعي في∗:    وبالتالي 

 :یقبل عنصرا محایدا   * ن نبين أن  القانو.2
   I تبادلي في   ∗القانون  

)    یكافئ     I في ∗ عنصر محاید بالنسبة للقانون εومنه   ) aaIa =∗∈∀ ε:  
  :لدینا 
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1ln
0ln.1ln:

lnln.ln:
:: ln.ln

  
   .e  وهو العدد I  یقبل عنصرا محایدا في *:  ومنه 

}نبين ان . أ.3 }( )∗− ,1I زمرة تبادلية  . 
   .Iتبادلي وتجميعي في *  القانون 

}تبادلي وتجميعي  في *   إذن   }1−I.    

}: ولدینا  }( ) aaIa =∗−∈∀ ε:1  

}  في∗ عنصر محاید بالنسبة للقانون ε          إذن       }1−I.  

} عنصرا من aليكن  }1−I.   

}  في  a مماثل  bالعدد  }1−Iیكافئ * انون  بالنسبة للقeba    )Iتبادلي في * القانون   (  ∗=

eeیكافئ   ba =ln.ln  

یكافئ 
a

b
ln
1ln =  wadiiifi@hotmail.com 



aebیكافئ   ln/1=  
}    آل عنصر من  }1−I یقبل مماثلا في { }1−I ). وحيدا بحكم تجميعية القانون( *  

}وعليه فإن  }( )∗− ,1I زمرة تبادلية  . 

[نبين أن . ب.3 } زمرة جزئية  للزمرة  1,∞+] }( )∗− ,1I. 

[المجموعة    ).  سنة الباآالوریا 2010تحتوي على  (   غير فارغة   1,∞+]

[  عنصرین من b و   aليكن  [+∞,1 .'b  مماثل  b في  ] [+∞,1  
  : لدینا 

                      
11
lnb

ln a
' lna.lnelnb lnba* b a* e e e= = =

  
[  من  bln   و aln         ولدینا  1*' فإن  0,∞+] ba≺  

[  من bو  aإذن لكل عنصرین  [+∞,1   :  Iba ∈'*  

[: ومنه  }ة جزئية  للزمرة   زمر1,∞+] }( )∗− ,1I.  
      :×توزیعي بالنسبة للقانون  * نبين أن  القانون . أ.4

   . I   عناصر من   c   و  b و  aلتكن 
  : لدینا 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lna. lnb lnc lna.lnb lna.lnclna.lnb c lna.lnb lna.lnca* b c e e e e e a*b a*c+ +×× = = = = × = ×  

) :  I   عناصر من   c   و  b و  aومنه لكل   ) ( ) ( )cabacba *** ×=×    
   )Iتبادلي في  .   ( * ×توزیعي بالنسبة للقانون * وبالتالي 

  

)نبين  أن  . ب .4 ),*,×I  جسم تبادلي  :   

  وهو مقلوبا عنصرا یقبل I من  aعنصر آل و I في  1 وهو محایدا عنصرا ویقبل تبادلي ، تجميعي ×  القانون أن واضح
a
1

  

)    .وبالتالي )×,I 1 هو المحاید عنصرها تبادلية زمرة.  

}.ولدینا       }( )∗− ,1Iزمرة  .  

   .× لقانونل  بالنسبة توزیعي * القانون.

    .I في تبادلي  *القانون.
)   ومنه )∗×,,I  تبادلي جسم.   

   : يالثان الجزء
  نحسب. 1

2A  و 
3A:    

    2
1 1 2 1 1 2 4 4 0
1 1 2 1 1 2 4 4 0
2 2 0 2 2 0 0 0 0

A
− −    

    = − − − − = − −    
    − −    

              3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

A
 
 =  
 
 

  

    :مقلوبا یقبل لا  A أن نبين.2
 . B  مقلوبا یقبل  A أن نفترض           

IBA  ومنه            =.   
22 : وبالتالي ABAA 02    أي     ××= =A  صحيح غير وهذا.   
   ).للصفر قاسم A   أن لاحظ .(مقلوبا یقبل لا  A  ومنه
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   : 2 التمرين
i43 للعدد المربعين الجذرین نحدد. أ.1 +:    
  :   لدینا 

              
( )22

13443
i
ii

+=

−+=+
  

   :ومنه
−−i    و    i+2 :  هما  +i43  العقدي للعدد المربعان الجذران 2 

  
07104  :  المعادلة  C في نحل. ب.1 2 =−−− iizz   ( )E 

)  للمعادلة المختصر المميز  )E هو  i43' +=∆   
  : ومنه

 :  هما المعادلة حلي
i+

−
2
1

     و      
i

2
3

2
1

+
.     

  
  

2.  

)  أن بما ) 0Re ≺a فإن    ia += −
2
ib    و    1 2

3
2
1 +=  

i :أن نتحقق. أ.2
a
b

−=1    

     ) .مباشر تعویض(             
  
     .  A في الساقين ومتساوي الزاویة قائم  AOB المثلث أن نستنتج.ب.2
  : لدینا       

          ( )
i

i
a
b

a
ba

=
−−=

−=
−
−

11

1
0

  

i  : أي
zz
zz
OA

BA =
−
−

  

   : ومنه    
     .  A في الساقين ومتساوي الزاویة قائم  AOB المثلث

  
   : D لحق نحدد .أ.3

 وزاویته  C مرآزه الذي بالدوران  B صورة D لدینا      
2
π

.    

)  :  إذن        )CB

i

CD zzezz −=− .2
π

  
     : ومنه      

cciid +





 −+=

2
3

2
1
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     : L لحق  نحدد .   ب.3

  AO  المتجهة ذات  بالإزاحة  D  صورة L  أن بما
  فإن

AODL zzz +=  

   : أي

cicil +−−−=
2
11  

  

 للعدد الجبریة الكتابة نحدد. ج.3
ca
cl

−
−

  
   : لدینا

i

ci

cii

ci
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ca
cl

=
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−
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2
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2
1
2
11

     

  أن نستنتج

i  دینال
ca
cl
=

−
−

   و    
2
π
i
ei =  

=1   إذن
−
−
ca
cl

]      و    ]ππ 2
2

arg ≡







−
−
ca
cl

  

ACLC : وبالتالي )     و      = ) [ ]ππ 2
2

, ≡CLCA  

   : ومنه
   . C في الساقين متساويو الزاویة قائم  ACL  المثلث 

.............................................................................................................................................................  
   : الثالث  التمرین

]  حيث  m  الطبيعية الأعداد مجموعة نحدد.1 ]5012 ≡+m:    
  : لدینا

[ ] [ ]
( )( ) [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]5352

502502
5022

504501 22

≡≡⇔
≡+≡−⇔

≡+−⇔
≡−⇔≡+

moum
moum

mm
mm
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   :  ومنه
]      تحقق التي  m  الطبيعية الصحيحة الأعداد ]5012 ≡+m   هي:   
km 52 km   أو  =+   .طبيعي صحيح عدد   k حيث    =+53
  

)  : أن نبين.أ.2 ) [ ]pn k 1212 −≡+
  

]  :  لدینا ]pn 012 ≡+  

]  :   إذن ]pn 12 −≡  

) :   وبالتالي ) ( ) [ ]pn kk 21212 1 ++ −≡  
   :  ومنه

( ) [ ]pn k 1212 −≡+
  

  
  .بينهما فيما أوليان  p و  n أن نبين .ب2

  أولي عدد  p  أن بما
∧=1   فإن   np    أو     pnp =∧  

∧≠1  أي بينهما فيما أوليين غير  p و  n  أن نفترض  np   
pnp  وبالتالي  =∧  

np :  أي /  

]   أي ]pn 0≡  
 

]  : ومنه ]pn 02 ≡  

]    أن وحيث ]pn 12 −≡  

]  :  فإن ]p01≡− ممكن غير وهذا.   
   ومنه

n  و p  بينهما فيما أوليان.   
  

) أن نستنتج.  ج.2 ) [ ]pn k 1212 ≡+

  
  

∧=1    و أولي  p  لدینا np  

] : فيرما  المحترم حسب إذن ]pnp 11 ≡−
  

  
] :  أي ]pn k 142 kp    لأن    +≡ 43+=.  

     : ومنه

( ) [ ]pn k 1212 ≡+

.  
  

  
]  حيث   n  طبيعي  عدد وجود نفترض .  د.2 ]pn 012 ≡+.  

) :  إذن ) [ ]pn k 1212 −≡+
)    و     ) [ ]pn k 1212 ≡+
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]   وبالتالي ]p11 ≡−  

]  أي ]p02 ≡  

  .3 یساوي أو من أآبر أولي عدد  p  لأن ممكن غير وهذا  p/2  أي
   : ومنه

]  ثحي   n  طبيعي  عدد لایوجد ]pn 012 ≡+.  
  
  

.............................................................................................................................................................  

  : التمرين  الرابع 
   : الأول لجزءا

  +∞ جوار   f نهایة نحسب.1
   لدینا.

                 

( )
xe

xxf
xxx

1.4limlim 2

2

+∞→+∞→
=

 
2xt  نضع     : وبالتالي  =

               

0

1lim

limlim 2

2

=

=

=

+∞→

+∞→+∞→

te

e
t

e
x

tt

ttxx

  

01lim   ولدینا =
+∞→ xx

  

) :  إذن ) 0lim =
+∞→

xf
x

  

    : f تغيرات ندرس.2
2xx الدالة ]  المجال على للإشتقاق قابلة  −    .حدودیة دالة  تبارهاباع 0,∞+]

  الدالة  إذن
2xex ]  المجال على للإشتقاق قابلة − [+∞,0.  

xx  الدالة : ولدینا ]  المجال على للإشتقاق قابلة  4    .حدودیة دالة باعتبارها  0,∞+]

] على للإشتقاق قابلة  f إذن    )مجال على  للإشتقاق قابلتين دالتين جداء  (  0,∞+]

] من  x  لكل ولدینا [+∞,0 :    

                                              

( )
( )2

2'

214
84

2

22

xe
exexf

x

xx

−=

−=
−

−−

  

04  : أن  بما 2xe−   لكل  x  من [ [+∞,0.  

)  إشارة فإن )xf 221  إشارة هي  ' x−    على [ [+∞,0.  
    : هو  f تغيرات جدول
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 ∞+          
2
2            0  x 

  -+                          
  

( )xf '  

            
       

f 

  
  
  :هي  المعلم أصل في  f منحنى  مماس  نصف معادلة.1

  
( )( ) ( )





≥
+−=

0
000'

x
fxfy

    أي   




≥
=
0
4

x
xy

.  

   :هو   f لمنحنى  المبياني التمثيل 
 
 
 
 
 
 
  
   :التكامل حساب1.

( )
[ ]

e

e

dxxedxxf
x

x

22

2

22
1

0

1

0

1

0

2

2

−=

−=

−−=
−

−∫∫
  

    :ومنه
  

( )
e

dxxf 221

0
−=∫  

    :المساحة حساب

)  هي الحيز مساحة أن نعلم )dxxf∫
1

0
  .24cm   وهي  المساحة قياس بوحدة  

288 :  هي المقترح الحيز مساحة ومنه cm
e






 −.  

   : الثاني الجزء
xx : أن نبين.أ.1 ee −− ≺2

[ من  x   لكل    [+∞,1.  

[ من عنصرا x  ليكن  [+∞,1.  

2xx  إذن ≺  

xx :  وبالتالي −− xx أي 2≻ ee −− ≺2

  

xx  ومنه ee −− ≺2

[ من  x   لكل    [+∞,1.  

  .+∞ إلى  x تؤول ما عند nf نهایة نستنتج. ب.1
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[ من عنصرا x  ليكن [+∞,1.  

xx : لدینا ee −− ≺2

  
)  : إذن ) xn

n exxf −≤ 40 ≺  

  : أن وحيث

n

xx

xn

x

x
eex 1.4lim4lim

+∞

−

+∞
=∞+    و     =

+∞ n

x

x x
elim   لأن  *Nn∈.  

)  فإن ) 0lim =
+∞

xfnx
)   Le théorème des  gendarmes   (    . 

   :nf تغيرات ندرس.2

]  على للإشتقاق قابلة   nf  الدالة   ....الأول الجزء في الثاني السؤال على الجواب في للوارد  شبيه تعليل  ... 0,∞+]

] من  x   ولكل   : لدینا   0,∞+]

( ) ( )21' 24 2 xnexxf xn
n −= −−.  

   : هو  nf الدالة تغيرات جدول

∞+            
2
n                0  x 

  -+                          
  

( )xf '  

 
  

f 

 
  

  
[ من  nu  وحيد حقيقي عدد وجود نبين. 3 )  حيث 1,0] ) 1=nn uf.  

1 :  إذن  n≤2  لدینا
2
≥

n
.  

]  ومنه ] 







⊂

2
,01,0 n

.  

  المجال على قطعا وتزایدیة متصلة nf ةالدال  ولدینا







2

,0 n.  

]  المجال على قطعا وتزایدیة متصلة nf الدالة وبالتالي ]1,0.  

)  ولدینا ) 10 ≺nf    و   ( ) 11nf.  

)  المعادلة ،  الوسيطية القيم مبرهنة حسب إذن ) 1=xfn  المفتوح المجال في وحيدا حلا تقبل ] [1,0.  

)  حيث  nu  وحيد حقيقي عدد یوجد أنه أي ) 1=nn uf.  

)  :   n≤2 حيث  n  طبيعي عدد لكل أن نبين . أ.4 ) nnn uuf =+1  
  

 .n≤2  حيث طبيعيا عدداn  ليكن
      :لدینا
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( ) ( )
( )
( )nnn

un

nn

un

nnn

ufu
euu

euuf
n

n

.
.4.

.4
2

21

1

=
=

=
−

−+

+

  

)  :  ولدینا ) 1=nn uf،  

)  : إذن ) nnn uuf =+1.  
    : ومنه
)  :   n≤2 حيثn طبيعي عدد لكل ) nnn uuf =+1  

  
)  أن نبين. ب.4 )nu  قطعا تزایدیة.   

  .n≤2  حيث طبيعيا عدداn  ليكن
)  : لدینا ) nnn uuf [  و   1+= [1,0∈nu  

) : إذن ) 11 ≺nn uf +  

)  :  ولدینا ) 111 =++ nn uf  

) :  إذن ) ( )111 +++ nnnn ufuf ≺.  

[  على قطعا وتزایدیة متصلة  nf+1  الدالة  أن وحيث     )تقابل       (  1,0]

nn+1 فإن uu ≺  

n≤2   :  1+nn حيث n طبيعي عدد لكل ومنه uu ≺  
  أن یعني وهذا

    
)  المتتالية )nu  قطعا تزایدیة.   

  
)  المتتالية تقارب. )nu:    

)  المتتالية )nu 1  بالعدد ومكبورة قطعا تزایدیة    

)  :  إذن )nu  متقاربة.    
  

10  أن نبين.أ.5 ≤l≺  
) لدینا )nu قطعا تزایدیة   

   .2u  الأول بحدها مصغورة فهي إذن

n≤2   :  12 حيث n  طبيعي عدد لكل  ومنه ≺≺ nuu  

1lim2  : اليوبالت ≤≤ nuu  

20  أن وحيث u≺ 10  فإن ≤l≺.  
  

)   :  n≤2 حيثn طبيعي عدد لكل أن نبين.ب.5 )
nn

u
n n

4ln1ln4ln
−− ≺≺.  

  .n≤2  حيث طبيعيا عددا n ليكن
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) لدینا ) 1=nn uf  

) :  إذن ) ( )24 nun

n eu =.  

10 ولدینا ≺≺ nu  

ee :  إذن nu ≺≺1  
  
)  أي ) eu n

n ≺≺ 41  
[  على قطعا تزایدیة   ln  الدالة أن وحيث [+∞,0  

) فإن ) 14ln0 ≺≺ n

nu  

1ln4ln0 ومنه ≺≺ nun+  

)   :  n≤2 حيثn  طبيعي عدد لكل  وبالتالي )
nn

u
n n

4ln1ln4ln
−− ≺≺.  

1lim أن نستنتج. ج.5 =nu.  

)   :  n≤2 حيث n طبيعي عدد لكل لدینا )
nn

u
n n

4ln1ln4ln
−− ≺≺.  

   :  n≤2 حيثn  طبيعي عدد لكل  : إذن






 −






 −

nn
n

n eue
4ln14ln

≺≺.  
  

1limlim : أن وحيث
4ln14ln

==






 −






−

nnn ee  
1lim : فإن =nu.  

.............................................................................................................................................................  
   :الخامس التمرین

    :فردیة   F أن نبين.1
   )للصفر بالنسبة متماثلة ( R* على معرفة F  الدالة
  ،R* من  x  ليكن

)  : لدینا ) ( )∫
−

− +
=− x

x
dt

t
xF 2

21ln
1

  

tu  نضع dtdu : إذن  =− −=  
xt   أجل من xu لدینا  =− xt أجل ومن    = xu : لدینا  =−2 2=  

   : وبالتالي

            

( ) ( )( )( )

( )
( )xF

du
u

du
u

xF

x

x

x

x

−=
+

−=

−
−+

=−

∫

∫

2

2

2

2

1ln
1

1ln
1

  

)  :  FD من  x لكل : ومنه ) FDx )   و     −∋ ) ( )xFxF −=−.  
wadiiifi@hotmail.co   .فردیة    F الدالة أن یعني وهذا



  
[ من x  لكل أن تحققن. أ.2 [+∞,0 : ( ) ( ) ( )xxxF ϕϕ −= 2. 

[ المجال من عنصرا  x ليكن [+∞,0.  
   : لدینا

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )xx

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

xF

x x

x

x

x

x

ϕϕ −=
+

−
+

=

+
+

+
=

+
=

∫ ∫

∫∫

∫

2
1ln
1

1ln
1

1ln
1

1ln
1
1ln
1

2

1 1 22

2

1 2

1

2

2

2

  

  ومنه
[ من x  لكل [+∞,0 : ( ) ( ) ( )xxxF ϕϕ −= 2.  

  
 

[ على  قابلة للإشتقاقFأن نبين. ب.2 )  نحسب ثم 0,∞+] )xF    x≺0 من أجل  '

)ة الدال )21ln
1:
t

tf
+

[ متصلة على  [+∞,0  

[    قابلة للإشتقاق علىϕإذن الدالة  [ من x ولدینا  لكل 0,∞+] [+∞,0 : ( ) ( )xfx ='ϕ.  

xxوحيث أن الدالة   [  قابلة للإشتقاق على المجال 2 [  وتأخذ قيمها في 0,∞+] [+∞,0  
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