3,5p

| Exercice 11 I(2019-N)

On admet que le nombre 2969 ( I'année amazighe actuelle) est un nombre premier.

Soient n et m deux entiers naturels vérifiant : n® + m® = 0[2969).

1) On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n

a) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que : (Ju € Z); uxn = 1[2969]

b) En déduire que : (uxm)® = —1[2969] et que : (uxm)***® = —1[2969]. (2968 = 8x371 )
¢) Montrer que 2969 ne divise pas uxm.

d) En déduire qu'on a aussi (uxm)?*%® = 1[2969)].

2) a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n
)

b) Montrer que : n® +m® = 0[2969] < n = 0[2969] et m = 0[2969).




Exercice 12 |(2018-N)

Soit p un nombre premier tel que : p = 3 + 4k avec k € N*.

1. Montrer que pour tout entier relatif x, si @* = 1[p] alors zP~° = 1[p].
2. Soit & un entier relatif x vérifiant xP~° = 1][p)].

a) Montrer que x et p sont premier entre eux.

b) Montrer que "' = 1[p].

¢) Vérifier que 24+ (k — 1)(p— 1) = k(p — 5).

d) En déduire que z* = 1[p].

3. Résoudre dans Z 'équation : %2

1[67).




3p |M (20 17—N) On admet que 2017 est un nombre premier, et que : 2016 =

25327 Et soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5.

1) Soit (23 y) un couple de N*xN* vérifiant : px + y?~! = 2017
0,25 | a) Vérifier que : p < 2017.

0,5 | b) Montrer que : p ne divise pas y.

0,75 | ¢) Montrer que : y*~' = 1[p] puis en déduire que p divise 2016 .
0,5 | d) Montrer que : p = 7.

1 2) Déterminer, suivant les valeurs de p, les couples (3 ) de N*xN* vérifiant : pz+y?~ ' = 2017
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Exercice 7 '(202 1-R)

Soit @ un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soit A = 1+ a + a® + a® + a* + a® + a®
Soit p un nombre premier impair tel que : p divise A

1) a) Montrer que : @&’ = 1[p] en déduire que : (Vn € N);a™ = 1[p]

b) Montrer que a et p sont premiers entre eux, en déduire que : (Vm € N);aP~Y™ = 1[p]
2) On suppose que 7 ne divise pas p — 1

a) Montrer que : a = 1[p]

b) En déduire que : p =T

3) Montrer que si p un nombre premier impair tel que : p divise A Alors : p = 7 ou p = 1[7].



4Ap \-M (202 I-N) On considére dans Z3xZ? I'équation : (E) : 47z — 43y = 1
_ Partie 1
0,25 | 1) Vérifier que (11;12) est une solution de I'équation (E)
0,75 | 2) Résoudre dans Z*xZ? I'équation (E).

Partie 2
On consideére dans Z I'équation : (F) : %' = 4[43]
1) Soit & € Z une solution de 'équation (F').

0,5 | a) Montrer que x et 43 sont premiers entre eux, en déduire que : &4 = 1[43]
0,5 | b) Montrer que : 4 = 1[43], , en déduire que : x = 11[43]

0,5 | ¢) Donner I'ensemble des solutions dans Z de I'équation (F').

Partie 3
41 —
™ = 4|43
On considére dans Z le systéme a deux équations suivant : (S) : [43]
z1" = 10[47]
1) Soit & € Z une solution de I'équation (S)
= 1143
0,5 | a) Montrer que & est une solution du systeme (S') : [43]
x = 10[47]

0,5 | b) Déduire que : @ = 527[2021]

0,5 | 2) Donner 'ensemble des solutions dans Z du systéme ( S ).




: . .
ExeecEd (2020-R) Soient p et g deux premiers tq : p < g et 9T = 1[pgq]

1) a) Montrer que p et 9 sont premiers entre eux.

b) Déduire que : 97! = 1[p] et que : 99 = 1[p]

2) a) Montrer que p — 1 et g sont premiers entre eux.

b) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que : p = 2
3) a) En utilisant le théoreme de FERMAT, montrer que : 9771 = 1[q]

b) En déduire que : ¢ = 5.
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xerdce 11 ](2019-N)

On admet que le nombre 2969 ( 'année amazighe actuelle) est un nombre premier.

Soient n et m deux entiers naturels vérifiant : n® 4+ m® = 0[2969].

1) On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n

a) En utilisant le théoreme de BEZOUT, montrer que : (Ju € Z); uxn = 1[2969]

b) En déduire que : (uxm)® = —1[2969] et que : (uxm)**®® = —1[2969]. (2968 = 8x371 )
¢) Montrer que 2969 ne divise pas uxmn.

d) En déduire qu'on a aussi (uxm)?**°® = 1[2969].

2) a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n

b) Montrer que : n® + m® = 0[2969] < n = 0[2969] ct m = 0[2969).
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Exercice 12 I(ZO].S-N)

Soit p un nombre premier tel que : p = 3 4+ 4k avec k € N*.

1. Montrer que pour tout entier relatif x, si @* = 1[p] alors ”~° = 1[p)].
2. Soit & un entier relatif & vérifiant ?~* = 1[p)].

a) Montrer que @ et p sont premier entre eux.

b) Montrer que P~ = 1[p)].

c) Vérifier que 2 + (k — 1)(p — 1) = k(p — 5).

d) En déduire que £* = 1[p].

3. Résoudre dans Z I'équation : %% = 1[67].
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0,5
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W(ZUI,?—N) On admet que 2017 est un nombre premier, et que : 2016 =

25327 Et soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5.

1) Soit (23 y) un couple de N*xN* vérifiant : pz + yP~! = 2017
a) Vérifier que : p < 2017.

b) Montrer que : p ne divise pas y.

¢) Montrer que : y?~! = 1[p] puis en déduire que p divise 2016 .
d) Montrer que : p = 7.

2) Déterminer, suivant les valeurs de p, les couples (z; y) de N*xN* vérifiant : pr+yP~' = 2017
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Exercice 13 g :
é(g(]lT—N) OUn admet que 2017 est un nombre premier, et qu

25327 Et soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5.
1) Soit (x;y) un couple de N*xN* vérifiant : px 4+ yP~! = 2017
a) Verifier que : p < 2017.

b) Montrer que : p ne divise pas y.

¢) Montrer que : y*~! = 1[p] puis en déduire que p divise 2016
d) Montrer que : p = 7.

2) Déterminer, suivant les valeurs de p, les couples (x; y) de N*xN*

Mip=7

e: 2016 =

vérifiant : pz+yP~! = 2017
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Exercice 5 : ( 4 pts )
S : Gz i » 3 cost _
On considere la fonction g définie sur R* par : g(x) = [ " dt et g(0) =1
E g
0.5 1 - Montrer que la fonction g est paire.
0.75 2 - Montrer que la fonction gest dérivable sur 0, +oc|. puis calculer ¢'(z) pour z > 0
0.5 3 - a) En utilisant une intégration par parties, montrer que; pour tout = > 0 :
3% cost sin3x — 3sin x 3% gin ¢
v t 3 .
o . 2 e e .
0.75 b) Montrer que pour tout = de |0, +oc[, On a : |g(x)| £ — puis déduire Hl_il_l g(x)
I T o0
3T 1 — cost
0.5 4 - a) Montrer que : (Ve > 0);0 < ] Tdt < 2x
£
(Remarquer que : (Vt > 0); 1 —cost < t)
3
\ t—1
0.5 b) Vérifier que (Vz > 0);g(z) —In3 = / mbt dt
oI .
0.5 c¢) En déduire que : lim g(x)
o—0+
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Exercice 5 : (3.5 pts)
On considére la fonction numérique g définie sur U'intervalle [0, +oc| par :

2y _—t

9(0)=In2 et g[;r.}_/ E'Tdi pour x >0
o I

0,5 pt 1- a) Montrer que: (Vz >0) (Vi€ [z,2z]) e <e <™.
0,5 pt b) Montrer que : (Vx > 0) e ¥ n2 < g{z) < e *In2. .
0,25 pt c) En déduire que la fonction g est continue a droite en 0 .
0,75 pt 2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur l'intervalle |0, +oc [, puis calculer ¢'(z) pour
- i i || S
et -1 i
0,5 pt 3-a) Montrerques: (Vt>0) —-1< ||' < (On pourra utiliser le théoréme des

accroissements finis ).
_ glr) —In2 g2 _ g1
0,5 pt b) Montrer que : (Vx> 0) 1 £ 9(z, < -
T T
0,5 pt c) En déduire que la fonction g est dérivable a droite en 0 .
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Exercice 5 : (3.5 pts)
On considére la fonction numérique g définie sur U'intervalle [0, +oc[ par :

g(0)=m2 et g(z)= [ ——dt pour z >0

1 - a) Montrer que : (Vz > 0) (vt € [z,2z])
b) Montrer que : (Vr >0) e In2<g(z)<e " In2. .
c¢) En déduire que la fonction g est continue a droite en 0 .

2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur l'intervalle |0, +oc [, puis calculer ¢'(x) pour
x>0,
et ] _

* (On pourra utiliser le théoréme des
f

3-a) Montrerques: (Vt>0) —-1<
accroissements hinis ).

glz)—In2 _ 4T _ oo

b) Montrer que: (Vx > 0) 1 £

¢) En déduire que la fonction g est dérivable a droite en 0 .
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Exercice 5 : (3.5 pts)
On considére la fonction numérique g définie sur Uintervalle [0, +oc| par :
Ay ['_f
g(0)=In2 et glz)= / .f -dt pour x > ()
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Ve >0) (Vte[z,2z]) e <e ' ge™
0,5 pt b) Montrer que : (Vx > 0) ¢ 2159 < glz) =e " In2..

0,25 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

c¢) En déduire que la fonction g est continue a droite en 0 .

2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur 'intervalle |0, +oc [, puis calculer ¢'(x) pour

- e | S
(S ) .k : L £y iy -
3 - a) Montrer que s : (Vi>0) =-1< { - (On pourra utiliser le théoréme des
accroissements finis ).

; e g

v . g(x)—In2 e _ g2
h] Montrer que o (Ve = U) = — =
L T

¢) En déduire que la fonction g est dérivable a droite en 0 .
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Exercice 5 : (3.5 pts)
On considére la fonction numérique g définie sur Iintervalle [0, +oc| par :
2 ot
g(0)=In2 et g(z)= / T;'H pour x > ()
0,5 pt 1- a) Montrer que: (Vz >0) (Vte[z,2z]) e e tge™
0,5 pt b) Montrer que : (Vx > 0) e 2% 1n2 cglz)se " In. .

c¢) En déduire que la fonction g est continue a droite en 0 .

2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur I'intervalle |0, +0c [, puis calculer ¢'(z) pour

0,75 pt
e | FRES
o _ e e o o
0,5 pt 3-a) Montrerques: (Vt>0) —1< ." < e ) (On pourra utiliser le théoreme des
accroissements finis ).
- r —':'J' —

:  gz)—=In2 | e =i

0,5 pt b) Montrer que : (¥Vx > 0) o it .
 H I

0,5 pt c¢) En déduire que la fonction g est dérivable a droite en 0 .
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Exercice 5 : (3.5 pts)

1 est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére la fonction numérique g, a variable réelle & définie sur 'intervalle [n: 4oc| par :

(@)= [ ——at
xr) = —at
In Jn ]Il (l'.l,}
0.5 pt 1 - a) Montrer que la fonction g, est dérivable sur l'intervalle [n;+oc| puis déterminer sa
fonction dérivée premiére g:,
MTMgroup 54/122 Maroc
\

-
Examen du Baccalauréat Session rattrapage 2016
0,25 pt b) Montrer que la fonction g, est strictement croissante sur 'intervalle [n; +oc/.
z—1
0,5 pt 2 - a) Montrer que: (Vz>n) ; gu(z)>In( 1}
n—
(On pourra utiliser 'inégalité : (Vi > 0) ; In(1+¢) <t)
0,25 pt b) En déduire que lim gn () = 400
T—¥+400
0,25 pt 3 - a) Montrer que g, est une bijection de I'intervalle [n; +oc[ dans 'intervalle [0; +o0].
Un 'I
0,5 pt b) En déduire que : (Yn > 2) (I u, >n) f : dt =1
1 In {EJ
4 - On considére la suite numérique (u,) n>2 définie dans la question 3-b).
o 41 v+ 1 1
0,5 pt a) Montrer que : (Vn > 2) [ f.l!- = / dt
U ] 1“ (f}
0,5 pt b) En déduire que la suite (uy), ., est strictement croissante.
0,25 pt c) Déterminer lim iy

n—-oo




0,25 pt

Exercice 4 : (7.5 pts)

Partie I :
T 4
1- a) Montrer que (Vz € |0; 40c]) :/ dt =z — In(1 + z)
o 1+t

b) En utilisant le changement de variable u =

(Vx € ]0; +00]) ‘/TLH?‘ = 1 /IJ.E : du
U e 1+t 200 14+ 4/u

I o8- In(z+1) _1
2(1+z) ~ 72 -2

» montrer gue

¢) En déduire que (Vx € |0; +oc|) ;

z—In(z+1)

d) Déterminer lim 5

o0 T

Partie II :

@)=
On considére la fonction f définie sur [0; +oc[ par : r
floy=1

et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonormeé (O, 7, 7)

1- a) montrer que f est continue a droite en 0.

b) montrer que f est dérivable & droite en 0. (on pourra utiliser le résulta de la question 1.2).
. . .“;}‘. bl 3 # " >
c) Calculer lillll flz); lim ju puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T=p00 r=400 T
2 - a) Monter que f est dérivable sur |0; +oc[ , puis vérifier que :
. t—In(l+z
(Vz €]0;+)) : f'(z)= #
e

b) En déduire que f est strictement croissante sur [0; +ocl.
c) Vérifier que f([0; +oo[) = [1; +0¢].

3 - Représenter graphiquement la courbe (C). (on construira le demi tangente a droite an point

d’abscisse 0)
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0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt
0,25 pt

0,5 pt

Exercice 4 : (7.5 pts)

Partie I :
1 - a) Montrer que (Vr ¢ :ll: -'.\Li} . / l : f(” T —In(1+ x)
0o 1+

b) En utilisant le changement de variable u = {*; montrer que :

c) En déduire que (Vz € |0; +oc[) ; —

f . . r=In(z+1)
d) Déterminer lim — 88—
o))
Partie II :
Il T+ 1Y, | _
f(z) ( ) In(z+1):2#0
On considére la fonction f définie sur [0; +oc[ par : T,
f(0) =1
et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonorme (0O, 7, 7)

of

1 - a) montrer que f est continue a droite en 0.

b) montrer que f est dérivable a droite en (. (on pourra utiliser le résulta de la question 1.2).

. f(x) , . .
THz); lim ° puis interpreter ,;'1';1]3111{[11['[111*11l le résultat obtenu.
x r—+X T

¢) Calculer lim
2 - a) Monter que f est dérivable sur ]0; +o0[ , puis vérifier que :

r—In(1 4+ z)

(Vo €]0;+0c|) : fi(z) = ;
| . 0
b) En déduire que f est strictement croissante sur [0; +oc/.
c) Vérifier que f ([0;+o0[) = [1; +o0].
3 - Représenter graphiquement la courbe (C). (on construira le demi tangente a droite au point

d 'abscisse ()




Exercices d’applications et de réflexions sur les Lois de composition interne

PROF: MHAMED DEBOURI

2éme BAC Sciences maths

TD :Structures algébriques(partiet)

Lois de composition interne

Exercice1 : montrer on utulisant les tableaux de
I'addition et de la multiplication dans

sont des lois de compositions internes

Exercice2 : on définit sur 'ensemble ]—1;]{ la
: . X+Yy. ) T2

relation T tel que : xTy=—2:V(X; -1
que : xTy = v (xy) e -1y

Monter que T est une loi de composition interne
Dans |-L1[
Exercice3 : on considére la matrice suivante :
1 20
A=|0 1 O|calculer A*> et A* et en déduire
0 01
A" VneN
Exercice4 :on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*xy=xy—3x-3y+12 ;
V(xy)eR?® et soit: S=]3+0]

Monter que S est une partie stable pour (]Ri;*)
Exercice5 :1) on muniR d’'une loi de composition
interne  définit par : axb=a+b-3ab ;V(a;b) e R?
Monter que * est commutative et associative

2) on muniR? d’une loi de composition interne T
définit par :

(ab)T(xy)=(ax;ay+b) ;V(ab)eR* et V(xy)eR’

Monter que T est ni commutative et ni associative
dans R?
Exercice6 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : axb=ab-(a+h)+2 ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * admet un élement neutre et
determiner les élements symétrisables
Exercice7 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=xy—-4x-4y+20 ;

V(x;y)eR? 1) la loi x est-elle commutative ?

2) la loi * admet -elle un élement neutre et
determiner le s’il existe

3) determiner les élements symétrisables s'il
existent

Exercice8 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x+y=x+4y-1;V(xy)eR?

1) la loi * est-elle commutative ?

2) la loi * admet -elle un élement neutre et
determiner le s'il existe

Exercice9 : on considére les matrices suivantes :

1 1 -2
12
A= et B=|-1 -1 2
01
-2 -2 0

1) Montrer que : A°-2A+1,=0 et en déduire que

La matrice A est inversible et déterminer A™
2) calculer : B® etB® et en déduire que
La matrice B n’admet pas d’inverse

=




Exercice10 : on considére les matrices

. 1 2 10
suivantes : A= etl=
01 01

1) calculer : A® et A® et en déduire que
1 2n
2) Montrer que : A" = 01 vneN

2 00
3) Montrer que : (A-1,) =0, avecOZ:[O Oj

4) en déduire que La matrice A est inversible et

déterminer A*
Exercice11 : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

b2
E=1M, = 2 b2 I(a;b)eZ’eta*-2b* =1
Vb2 a

Monter que E est une partie stable de (M2 (R);X)

f:(Z;+)—>(Z*;x)

X+ 5"

Exercice12 : soit 'application :

montrons que f est un morphisme de (Z, +)

dans (Z", x)
Exercice13 : soit Papplication : ° 0o > R
X+ Inx

montrons que ¢ est un morphisme de :
(]0;+00[, x)dans (R, +)

. .. hiC->R
Exercice14: soit I'application :
27|

montrons que h est un morphisme de :
(C, x)dans (R, x)
Exercice15 : soit 'application :
k:R—C"
Q> e’ =cosd+isind
montrons que k est un morphisme de : (R, +)
dans (C*, x)
I:R > M, (R)
Exercice16 :soit I'application : 1 x
XH(O 1]

montrons que | est un morphisme de : (R, +)

dans (M, (R), x)

f:Nj%Z

ne— 2"

Exercice17:soit f I'application :

montrons que f est un morphisme de (N, +)

dans (%Z’ x)

Exercice18 :on muniR’ de la loi de composition
interne suivante : (a;b)+(a’;b")=(a+a’;b+b’) ;
V(a;b)eR* et V(a';b')eR?

Soit A(R;R) 'ensemble des applications affines :

A(R;R)= { f(a;b) IVxeR: f(a;b) (x)= ax+b}

9:R* > A(R;R)
Soit I'application : ¢ : (a'b)H f
) (a;b)

Montrer ¢ est un morphisme de (R*, +)

dans (A(R;R), +)

Exercice19 :soient a € |2;+o0[ et b € ]2;+oo]

On pose : a*b=(a—2)(b—2)+2

1)montrer que * est une loi de composition interne
Dans | =]2;+o0

2)soit I'application définie sur R™ vers |

_2x+1
X

tel que : f(X) VxeR™

a) montrer que f est un morphisme de (R™, x)

dans (I, )
b) en déduire que * est associative et admet un
élément neutre a determiner

N




Exercice20 :on muni R d’une loi de composition

interne * définit par : axb=ab+(a2-1)(b?-1) ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * n’est pas associative
3) est ce que la loi * admet un élement neutre ?

4)resoudre dans R les équations :
a) 2*x=5 b)) xxx=1

Exercice21 :on muniR? de la loi de composition
interne suivante : (a;b)=*(a’;h")=(axa’;bxb’) ;
V(a;b)eR* et V(a’;b')eR?

1) Monter que * est commutative et associative
2) Monter que * admet un élement neutre et

determiner dans R? les élements symétrisables
Pour la loi *

3)soit : S =Rx{0}

a)montrer que S est une partie stable de(R?,*)
b) Monter que (S ,*) admet un élement neutre et

comparer les les élements neutres de (R?,*)

etde (S ,*)
Exercice22 :on muniC de la loi de composition

interne T suivante : 212" =27 ; v(z,2)eC?
v(a’ib')eR? (F,T) V(z;2')eC?
1) étudier la commutativité et I'associativité de T

2)résoudre dans C I'équation : (ZTZ)TZ =1

Exercice23 :on muni | =]0;+o0[ de la loi de
composition interne * suivante :
X % y =

X2+Yy?2 v(xy)el?

soit f I'application définie sur | vers |
tel que: f(x)=x2 Vvxel

1) montrer que : f (x*y)=f(x)+ f(y)

2)a) montrer que * est associative

b) est ce que * admet un élément neutre

3)soit ae| calculer: A=a*a*..*a peN’

nfois

Exercice24 :1) on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=x+y-xy ;V(xy)eR?
soit f 'application définie sur R vers R

tel que: f(x)=1-x vxeR

1) montrer que f est un homomorphisme bijectif

De (R;*) dans (R ;%)
2)en déduire que * est associative et que * admet
un élément neutre que I'on déterminera
3) determiner 'ensemble des élements
symétrisables pour la loi *

R . =—a¥xasx % *
4)soit acR calculer; A=a*a*...%8 peN

nfois

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que I'on devient un mathématicien
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