Exercice 3 :

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, , V).
Soit (E): 22— (2—vV3+i)mz+2(i—vV3)m?=0 ; meC* ; z2e€C
1. (a) Montrer que le discriminant de I'équation (E) est A = (2 + /3 —i)*m?
(b) Résoudre dans C 'équation (F).
Soient 21; 29 les solutions de (F)




(¢) Ecrire le nombre complexe (E) sous la forme exponentielle.
1
2. Soit F 'application définie ainsi :
F:(P)—(P)
M(z) = M'(Z)

)
2 =€ 6 z

(a) Déterminer la nature et les caractéristiques de 'application F'.
(b) Déterminer I'image du cercle.
(¢) de centre £2(1 + i) et de rayon 2 .

3. On considére la suite de points (M, (2,))

nen définie ainsi

My =F(M,); VYneN
aff (Mp) =i= 2

(a) Montrer que : (Vn € N); 2z, =e (2 6

(b) Montrer que : V(n,p) € N2 ; M, =M, < n=p[12]

(¢) Résoudre dans Z* 1'équation (F') suivante : (F) : 122 — 5y = 3

(d) En déduire les valeurs de n pour lesquels on ait M, € (I'axe réel)

"; : EE]QI et soit (ko,lp) une solution de (F)
(a) Montrer que le nombre zy = 12kj = 513 + 3 est une solution de (S)
(b) Montrer que : r = solution(S) < =z = x([60]
(¢) Résoudre dans I'ensemble Z le systéme (S).

5. Déterminer 'ensemble R, = {n e N;M,, = M; ; n=3[5]}

T 5rn)

4. Soit le systéme (S5) : {



On considére dans Z x Z ’équation suivante :
(E):a*+b° =7

I- Soit (a,b) € Z x Z une solution de I'équation (£). Q

1. a. Montrer que : b= 1[2]_

b. On pose : b=2=z+1. {\S\r
Montrer que : a1+l=(2—b)xq tel que g =4z"+ E%EV\

¢. Montrer que : ¢ =3[4].
2. Soit g = py! x p5? x-+-x pir la décomposition d{gén produit de facteurs

premiers,

a. Montrer que : (Vie{l,2,--,r}); p;= lf&‘]? p =3]4]
b. Monter qu’il existe j € {1,2,---,r@ue Py = 3[4].
. a*+1=0[p]
3. a. En déduire qu’il existe u bre premier p qui vérifie: {P= 3[4]

N\ -
p-1
b. En utilisant %ﬁ%ﬁ: de FERMAT montrer que: (-1) 2 =1[p].

¢. En dédui ehp= 1[4]
II- Déduil;eﬁg estions précédentes que I'équation ( £') n’admet pas de
solution‘dans Z x 7.




Exercice 1 (5 pts) .
Soita € [1,5]. On considere la suite (u,),cx des entiers naturels qui s'écrivent dans
le systéme de numération a base 6 par

VneN': u=3a4 ¢

n fois

1. Déterminer uy, uy et us en fonction de a.
2. (a) Montrer que : 'neN*'; Su,=a(6"-1)

(b) Soitn € N*. On considere dans Z* I'équation : 6"x~Sy=a  (E).
Résoudre I'équation (E).

3. Soitne N*. Montrer que : u, =0 (7] si et seulement si n est pair.
4. Soitn,m € N*. Montrer que si m divise n, alors uy, divise u,.
3. Dans cette question, on prend a = 1.
(@) Montrer que si u,, est premier alors n est premier.
(b) Calculer us. Le nombre us est-il premier ? Conclure.
6. (a) Vérifier que : Yn €N ups1 =ty +a-6".
n-l
(b) Montrer que les nombres 6" et Y. 6" sont premiers entre eux.
k=0
(¢) En déduire que : Vn€ N*, u,Auy, ) =a.

(d) Soit p un nombre premier avec p > 7. On considére le systéme dans I* :
Unp1X+uy=p  (F)

Pour quelles valeurs de a , I'équation (F ) admet des solutions.
Résoudre I'équation (F ) dans le cas oiia = 1.
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N =~ -y
Pour tout entier naturel n, non nul, on considere la fonction f, définie sur [0;+oc[ par :

™nr sir>0
() sl z=1().

fn(-'r) = {

1) Etudier les fonctions fi et fa et construire leur représentation graphique respective (Cy) et (Cz2) dans

un repére orthonormé du plan (O :1,)) . Préciser la position relative de (Cy) et (Cp).

2) Prouver que, pour tout n, f, est intégrable sur [0; 1],

|
On définit, alors, la suite (uy), e par Yn € N*,u, = j{; fu(z)dx.

|3) a)| A I'aide d'une intégration par parties, déterminer une primitive de f, sur |0;1].

b) | En déduire une primitive de f, sur [0;1].

¢)| Montrer que u, = '-'——:_rl et déterminer lim wu,.
| ).4 l " (n+1) n—400 "

—

Id_) Soit D le sous-ensemble du plan constitué des points M dont les coordonnées (z;y) dans (O:E 1)
vérifient 0 <z < 1et fi(z) <y < fo(z). Caleuler, I'aire de D.

zlnz _: .
;!—_H siz>0

m Soit g la fonction, définie sur [0; +oc[ par : g(x) = .
A 0 siz=0.

la) Montrer que g est intégrable sur [0;1].

b) | Soit x un réel quelconque. Calculer pour tout n de N la somme :
Sn(z)=2- P41 =T+ + (_1)rtr2ﬂ+l_
) 24l

¢)| En déduire que Yne N | F‘;g=-T—I3-I--~+(—1)"’-'172"'+1+[—1)"+lhr-

! fonss(z)

dr.
0 1422

[
d) | En déduire que Yn € IN j; g(z)dz = uy =ug+ -+ (=1)"ugns1 + (=1)"*!

e)| On pose pour tout n de N, S, = uy —ug+- -+ (=1)"ugn41.

=
| |



il

—

)

|
Prouver que ¥n € N.| [ g(z)dr =Sy < =Ugn43.
0

I
lﬁ En déduire que lim S, = [ g(z)dz.

n=+X
|
[ﬂ (o)le-S,

<107 En déduire une valeur approchée a

@ Déterminer un entier ng tel que

l

1072 prs de [{1 g(x)dr.

Soit G la fonction définie sur {0; +o00 par : G(z) = /ﬂ Tg(t)dt.

@ Etudier la dérivabilité de G et son sens de variation.
1, |
b)| Montrer queVt€R,t>1 | 57 <7y <o

@ En déduire que Yz € R,z > 1 % /1 le t< fl g(t)dt < /1 hltdt

It
d)| Caleuler pour tout z>1 [ —t.
1

Gz
e)| Déduire de ce qui précéde lim G(z) et lim ﬂ
I-X 1940 I

Donner I'allure de la courbe représentative de G. Préciser la tangente au point d'abscisse 1 et la nature
de la branche infinie. La courbe a-t-elle une tangente au point d'abscisse 07
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 Probleme :
| On considére la fonction F définie par :

2 1
| ; - j-_-{xl'] e f E_III1{1+::-}df
(o]

[ I- Montrer que F est définie sur .
2- Montrer gque F est décroissante sur R,
3- a) Calculer F(0) et F(1).
o} En utilisant 1"intégration par parties, montrer que : -'rnl (TE:_}:
=+ L
c) Déduire une relation entre F (1) et F({2) puis calculer F(2).
d) Vérifierque (Vvn € M) F(n) = fnln_...ﬁFdE

e) montrerque (v € ") F(n+ 1) = (2“ 1:] F(n) + zm:
[, (1 + £2)™de, puis calculer F(—1) et F{q..z}

= 1,2
Bt = —=4 = F(Y)

i) Vérifier gue (vn € PH]I F(—n) =

4- a) Montrer que (Vx < ( ) = F(x) p
b} Déduire lim F{x} -
Fix:' et donner une interprétation géométrique du résultat.

) fnxe“%d:

a) Etudier les variations de ¢ sur IR.

b) Montrer gque (Vx = 1) @(x) < @(1) + 2" 2

c} Montrer gue (vt € [0;: 1]) 1I:'E < In(1 + t2).
_ xt®

d) Déduire gque (vx = 0) F(x) = _I" e z dt
.,' 2

"z dt en fonction de ¢ puis déduire lim F(x)

Y

1 <) Calc.u.ie;r liTn

i T

5- Pour tout x € IR, on pose |

e) Soitx = 0. Ecrire fu e

6- On pose :
:"-:-
g(x) = f In(1l + ¢t2) e—xIn(1+£2) 4, 5

a) Montrer que g est définie sur [R
b) Montrerque (VaER) |e® — 1 —a| < "-;:em‘
c) Soitxpg €E R et h € R tel que |h| < 1. Muntr:rquu.
IF(xo + h) — F(xg) + hg(xa)l < h? f (n(1 + £2))2e>o I +e gy

d) Déduire que F est dérivable en xg puis déterminer F'(xg).
e) En utilisant la fonction dérivée, montrer que F est décroissante sur IR et calculer F'(0).
J




Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.

On extrait les boules de 'urne 'une apres 'autre et sans remise jusqu'a I'obtention pour la premiére
fois d'une boule blanche, puis on arréte lexpérience.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule tirée .

25 pt 1-a) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X

b) Calculer la probabilité de I'événement [X = 1]

o
-
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5 pt c¢) Montrer que:p(X =2 = m
5 pt d) Calculer la probabilité de I'événement |X = 3|
o o : P y 13
5 pt 2 - a) Montrer que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X est : E(z) = T
75 pt b) Calculer £ TX°). et en deduire Ja valeur de Ja varance V() de la vanable aleatoire X.




Exercice 2 : (3 pts)

Un sac contient 2n boules (n € N*), dont n sont blanches et n sont noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre dans le sac, puis a tirer
du méme sac une nouvelle boulle et a noter aussi sa couleur.
La regle du jeu indique que :
e Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points.
e Si les deux boules tirées sont noires,on perd 20 points.
e Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul.
1 - Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la probabilité
de réaliser un gain nul.
2 - On répete 5 fois le jeu précédent.
a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.
3 - Au cours d'un jeu , on considére la variable X qui prend uniquement les valeurs —20 si on
perd, 0 si le gain est nul et +20 si on gagne.

a) déterminer la loi de probabilité de la variable X.




